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АРИФМЕТИЧНА СУМА МНОЖИН КАНТОРІВСЬКОГО ТИПУ  

 

Анотація. У статті досліджуються тополого-метричні властивості арифметичної 

суми двох множин канторівського типу, означених у термінах 𝑄3-зображення чисел, що 

є узагальненням класичного трійкового зображення. 

Ключові слова: арифметична сума числових множин, множина Кантора,  

множина канторівського типу, множина неповних сум ряду, 𝑄3-зображення чисел, 

трійкове зображення числа. 

 

Abstract.  We consider arithmetic sums of two sets of Сantor type, defined in the 

terms of the 𝑄3-representation of numbers, which is a generalization of the classical ternary 

representation. In the article the topological and metric properties of these arithmetic sums are 

investigated. 

Key words: arithmetic sum of numerical sets, Cantor set, sets of Сantor type, set of 

incomplete sums of the series, 𝑄3-representation of numbers, ternary representation of 

numbers. 

 

ВСТУП 

Поняття множини є одним із первинних понять у математиці. 

Охарактеризувати природу різних множин дозволяють операції, що 

здійснюються над ними. Однією із специфічних операцій над числовими 

множинами є операція арифметичної суми, яка, взагалі кажучи, не зберігає 

тополого-метричні властивості множин-доданків.   

Означення 1.  Арифметичною (векторною) сумою двох числових множин 

A і B називають множину чисел 𝑐 = 𝑎 + 𝑏 , де 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵, тобто множину 

𝐴⊕ 𝐵 = {𝑎 + 𝑏 ∶ 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵}. 

Вперше [9] році операцію арифметичної суми ввів німецький математик 

Герман Мінковський (1864-1909 рр.), за допомогою якої він досліджував 

властивості лінійних комбінацій многогранників. Даний апарат дав поштовх до 

розвитку різних розділів геометрії та далеко за її межами. Нині існують сучасні 

обчислювальні технології, які за допомогою запрограмованих алгоритмів 

дозволяють обчислювати результати додавання різних видів многогранників. 
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Взагалі кажучи, операцію арифметичної суми можна застосовувати для 

множин довільної природи, тому вона викликала чималий інтерес з боку 

математиків, які намагалися дослідити її властивості результуючої множини. 

Окрім того, цікавим і непростим до розгляду є дослідження арифметичних 

сум деяких нескінченних множин. Зокрема нетривіальний інтерес у багатьох 

науковців виник до аналізу нескінченних симетричних та несиметричних 

згорток Бернуллі, спектр якої є арифметичною сумою зліченного числа 

двоелементних множин. Аналогічна ситуація спостерігається при розгляді 

випадкових величин типу Джессена-Вінтнера [2]. Для обох прикладів 

характерною особливістю є те, що арифметична сума зліченного числа 

скінченних множин є континуальною множиною.  

Дослідження інваріантів арифметичної суми й досі залишається актуальним 

та має ряд невизначених проблем. Так, лише наприкінці ХХ століття закордонні 

математики, такі як Мендес, Олівейра, Смородянський, Солом’як та інші, 

зацікавилися питанням щодо тополого-метричних властивостей арифметичних 

сум канторівських множин, які й досі продовжуюють досліджувати сучасні 

науковці.  

1. Властивості арифметичної суми числових множин 

Оскільки операції перерізу, об’єднання та доповнення відповідають діям 

множення, додавання і віднімання, то для них притаманні всі властивості цих 

дій, тобто комутативність, асоціативність та дистрибутивність. Декартів добуток 

не володіє переставною та сполучною властивістю, що випливає безпосередньо з 

означення. Дослідимо, чи є ці закони справедливі для арифметичної суми, 

провівши строге математичне доведення. 

Властивості арифметичної суми. 

Властивість 1. Арифметична сума є комутативною операцією. 

Доведення. Виберемо довільний елемент 𝑥 ∈ 𝐴⨁𝐵, тоді 𝑥 = 𝑥𝑎 + 𝑥𝑏, де 

𝑥𝑎 ∈ 𝐴, 𝑥𝑏 ∈ 𝐵. З іншого боку, 𝑥 = 𝑥𝑎 + 𝑥𝑏 = 𝑥𝑏 + 𝑥𝑎 ∈ 𝐵 ⊕ 𝐴. Аналогічно 

можна показати, що коли 𝑥 ∈ 𝐵 ⊕ 𝐴 ⇒ 𝑥 ∈ 𝐴⨁𝐵. Отже, 𝐴⨁𝐵 = 𝐵⊕ 𝐴. 

Властивість доведено. 

Властивість 2. Арифметична сума множин є асоціативною операцією. 

Доведення. Виберемо довільний елемент 𝑥 ∈ (𝐴⨁𝐵)⨁𝐶, тоді  

𝑥 = 𝑥𝑎+𝑏 + 𝑥𝑐  (1) 

де 𝑥𝑎+𝑏 ∈ 𝐴⨁𝐵, 𝑥𝑐 ∈ 𝐶. Оскільки  𝑥𝑎+𝑏 ∈ 𝐴⨁𝐵, то 𝑥𝑎+𝑏 = 𝑥𝑎 + 𝑥𝑏, де 𝑥𝑎 ∈ 𝐴, 𝑥𝑏 ∈

𝐵, тоді (1) можна записати:  

𝑥 = 𝑥𝑎 + 𝑥𝑏 + 𝑥𝑐 = 𝑥𝑎 + (𝑥𝑏 + 𝑥𝑐) = 𝑥𝑎 + 𝑥𝑏+𝐶 ∈ 𝐴⨁(𝐵⨁𝐶). 

Аналогічно, якщо 𝑥 ∈ 𝐴⨁(𝐵⨁𝐶), то 𝑥 ∈ (𝐴⨁𝐵)⨁𝐶. Отже, (𝐴⨁𝐵)⨁𝐶 =

(𝐴⨁𝐵)⨁𝐶. Властивість доведено. 
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Наступні властивості випливають безпосередньо із означення 

арифметичної суми множин. 

Властивість 3. Якщо множина В складається лише з одного числа b, то 

векторна сума множин 𝐴⨁𝐵 отримується зсувом множини А на b одиниць 

вліво. 

Наслідок. 𝐴 ⊕ {0} = 𝐴. 

Властивість 4. 𝐴⊕ 𝜙 = 𝜙. Справедливо згідно означення операції. 

Таким чином, 𝝈-алгебра всіх підмножин множини дійсних чисел разом з 

операцією «⊕» утворює комутативний моноїд.  

2. Арифметичні суми скінченних числових множин 

Дослідимо походження (родинні зв’язки) арифметичної суми  зі 

скінченними числовими множинами. Для цього розглянемо наступні приклади. 

Приклад 1. Нехай задано множину 𝐴 = {1, 2,3, … , 𝑛}. 

Знайдемо арифметичну суму двох множин А та її потужність, де через |𝐴 ⊕

𝐴|позначатимемо потужність векторної суми двох множин 𝐴. Оскільки 𝐴⊕ 𝐴 =

{2, 3, 4, … ,2𝑛}, то |𝐴 ⊕ 𝐴| = 2𝑛 − 1. 

Приклад 2. Нехай задано множину 𝐵 = {2, 4,6, … ,2𝑛}. 

Знайдемо арифметичну суму двох множин B: 𝐵 ⊕ 𝐵 = {4, 6, 8, … ,4𝑛}, тоді 

|𝐵 ⊕ 𝐵| = 2𝑛 − 1. 

Приклад 3. Нехай задано множину 𝐶 = {101, 102 , … , 10𝑛}. 

Знайдемо арифметичну суму двох множин:  

𝐶 ⊕ 𝐶 = {10𝑖 + 10𝑗ǀ 𝑖 ∈ 1, 𝑛,̅̅ ̅̅ ̅ 𝑗 ∈ 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅}, 

тоді при 𝑖 = 𝑗 будемо мати 𝐶𝑛
2 елементів, а при 𝑖 ≠ 𝑗  –  n елементів, тому  

|𝐶 ⊕ 𝐶| = 𝐶𝑛
2 + 𝑛 =  

𝑛(𝑛−1)

2
+ 𝑛 =  

𝑛(𝑛+1)

2
. 

Визначимо, яку мінімальну кількість елементів може мати арифметична 

сума деяких непорожніх множин. 

Лема 1. Нехай маємо непорожні множини 𝐴, 𝐵 ⊆ ℕ. Тоді  

|𝐴 ⊕ 𝐵| ≥ |𝐴| + |𝐵| − 1. 

Доведення. Нехай 𝐴 = {𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛},  𝐵 = {𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑚},тоді |A| = 𝑛, 

|B| = 𝑚. Упорядкуємо елементи 𝐴 і 𝐵 наступним чином: 

А = {𝑎1 < 𝑎2 < ⋯ < 𝑎𝑛}, 𝐵 = {𝑏1 < 𝑏2 < ⋯ < 𝑏𝑚}, де  𝑛,𝑚 ∈ ℕ. 

Тоді арифметичну суму 𝐴 ⊕ 𝐵 побудуємо наступним чином: 

𝑎1 + 𝑏1 < 𝑎1 + 𝑏2 < ⋯ < 𝑎1 + 𝑏𝑚 <  

 <  𝑎2 + 𝑏𝑚 <  𝑎3 + 𝑏𝑚 < ⋯ < 𝑎𝑛 + 𝑏𝑚  

Тоді із даних нерівностей будемо мати:  

𝑎1 + 𝑏1, 𝑎1 + 𝑏2,… , 𝑎1 + 𝑏𝑚 − m  елементів та  

𝑎2 + 𝑏𝑚, 𝑎3 + 𝑏𝑚, … , 𝑎𝑛 + 𝑏𝑚 − (𝑛 − 1) елементів. 
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Отже, |𝐴 ⊕ 𝐵| ≥ m + n − 1 = |A| + |𝐵| − 1. Лему доведено. 

Теорема 1. Нехай маємо непорожні множини 𝐴, 𝐵 ⊆ ℕ. Тоді для того, щоб 

|𝐴 ⊕ 𝐵| = |𝐴| + |𝐵| − 1,необхідно і достатньо, щоб елементи множин 𝐴 і 𝐵 

складали арифметичну прогресію з однаковою різницею або множина 𝐴  або 𝐵 є 

одноелементною.  

Доведення. Необхідність. Доведення необхідності випливає із доведення 

попередньої теореми. Побудувавши арифметичну суму 𝐴⊕𝐵 так, що 

𝑎1 + 𝑏1 < 𝑎1 + 𝑏2 < ⋯ < 𝑎1 + 𝑏𝑚 <  

 <  𝑎2 + 𝑏𝑚 <  𝑎3 + 𝑏𝑚 < ⋯ < 𝑎𝑛 + 𝑏𝑚,  

ми вичерпаємо всеможливі елементи (таких елементів буде 𝑚 + 𝑛 − 1), які б 

утворилися у результаті проведеної операції лише у випадку, коли множини 

𝐴 і 𝐵 складають арифметичну прогресію з однаковою різницею або довільна 

множина із 𝐴 і 𝐵 містить лише один елемент. Необхідність доведено. 

Достатність. Спочатку доведемо, що якщо довільна множина із 𝐴 і 𝐵 

містить лише один елемент, то |𝐴 ⊕ 𝐵| = |A| + |𝐵| − 1.  

Нехай множина 𝐴 складається із одного елемента, а множина 𝐵 містить 𝑛 

елементів. Тоді за властивістю 3 маємо, що векторна сума множин A⨁B 

отримується зсувом множини B на певну кількість одиниць вліво. Тобто маємо, 

що арифметична сума A⨁B містить однакову кількість елементів із множиною 

B. 

Отже, |𝐴 ⊕ 𝐵| = 𝑛 = 𝑛 + 1 − 1 = |A| + |𝐵| − 1. 

Доведемо, що якщо елементи множин 𝐴 і 𝐵 складають арифметичну 

прогресію з однаковою різницею, то 

|𝐴 ⊕ 𝐵| = |A| + |𝐵| − 1. 

Нехай маємо множини 𝐴 = {𝑎, 𝑎 + 𝑑, 𝑎 + 2𝑑, 𝑎 + 3𝑑,… , 𝑎 + 𝑛𝑑} і 𝐵 =

{𝑏, 𝑏 + 𝑑, 𝑏 + 2𝑑, 𝑏 + 3𝑑,… , 𝑏 + 𝑚𝑑}, де 𝑛,𝑚 ∈ ℕ, 𝑑 − різниця арифметичних 

прогресій. Тоді |A| = 𝑛 + 1, |B| = 𝑚 + 1. 

𝐴⊕ 𝐵 =  

 = {𝑎 + 𝑏, 𝑎 + 𝑏 + 𝑑, 𝑎 + 𝑏 + 2𝑑, 𝑎 + 𝑏 + 3𝑑,… , 𝑎 + 𝑏 + (𝑛 + 𝑚)𝑑}.  

Отже, |𝐴 ⊕ 𝐵| = 𝑛 +𝑚 + 1 = (𝑛 + 1) + (𝑚 + 1) − 1 = |𝐴| + |𝐵| − 1. 

Достатність і всю теорему доведено. 

3. Арифметична сума множин натуральних чисел. Теорема 

Шнірельмана і теорема Манна 

Арифметична сума як операція над множинами натуральних чисел, 

відіграла важливу роль у становленні адитивної теорії чисел, що досліджує 

закони додавання цілих послідовностей загального вигляду. У 1930 році відомий 

радянський математик Лев Шнірельман вперше почав розглядати щільність 
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числових множин як «густину» числових послідовностей, та досліджував 

щільність  арифметичної суми двох множин. 

Перш ніж дамо означення щільності числових множин, нагадаємо деякі 

важливі поняття. 

Нехай множина 𝑋 – підмножина множини дійсних чисел, 𝑥 ∈ 𝑋 – елементи 

множини 𝑋. 

Означення 2. Найбільшу з усіх нижніх меж обмеженої знизу множини 

називають точною нижньою межею або нижньою гранню. Інакше кажучи, 

число 𝑎 називається точною нижньою межею множини 𝑋, якщо: 

1)∀𝑥 ∈ 𝑋: 𝑥 ≥ 𝑎;  

2) для довільного 𝜀 > 0 існує 𝑥 ∈ 𝑋 такий, що 𝑥 < 𝑎 + 𝜀 . 

Точну нижню межу множини позначають 𝑖𝑛𝑓 𝑋 . 

Щільність послідовності є мірою того, яка частина послідовності всіх 

натуральних чисел належать даній послідовності 𝐴 = {𝑎𝑖} цілих невід᾿ємних 

чисел  0 = 𝑎0 < 𝑎1 < 𝑎2 < ⋯ . Тоді позначимо через 𝐴(𝑛)  – числову функції 

послідовності, для якої кількість її членів не перевищує 𝑛 (при підрахунку 

𝑎0 = 0 знехтуємо). Тоді: 

0 ≤
𝐴(𝑛)

𝑛
≤ 1. 

Таким чином, щільністю 𝑑(𝐴) послідовності 𝐴 називають значення 

𝑑(𝐴) = 𝑖𝑛𝑓
𝑛

𝐴(𝑛)

𝑛
. 

Ми цікавимося за яких умов арифметична сума двох множин, що є 

підмножинами множини натуральних чисел, буде співпадати із множиною 

натуральних чисел. Маємо таку лему. 

Лема 2. [15, с.46] Якщо 𝐴, 𝐵 ⊆ ℕ і 𝑑(𝐴) + 𝑑(𝐵) ≥ 1, то 𝐴⨁𝐵 = ℕ.  

Доведення.  Зафіксуємо 𝑛 ∈ ℕ. Якщо 𝑛 ∈ 𝐵,  то 𝑛 ∈ 𝐴⨁𝐵 .  Якщо 𝑛 ∉ 𝐵, то 

розглянемо дві підмножини відрізка [1; 𝑛]:  

{ 𝑎 ∈ 𝐴: 𝑎 ≤ 𝑛 } і { 𝑛 − 𝑏 ∈ 𝑏: 𝑏 ≤ 𝑛 }. 

Вони перетинаються, оскільки в першому з них не менше ніж 

𝑛𝑑(𝐴)елементів, у другому не менше ніж 𝑛𝑑(𝐵) елементів і  

𝑛𝑑(𝐴) + +𝑛𝑑(𝐵) ≥ 𝑛. 

Отже,𝑎 =  𝑛 − 𝑏, де 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵, звідси 𝑛 ∈ 𝐴⨁𝐵, а тому  𝐴⨁𝐵 = ℕ. 

Лему доведено. 

Далі розглянемо дві важливі нерівності, за допомогою яких можна оцінити 

щільність арифметичної суми двох числових послідовностей. 

Теорема 2. (Л. Г. Шнірельман, 1930). Нехай маємо множини 𝐴 і 𝐵, які є 

числовими послідовностями натуральних чисел, тоді 
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 𝑑(𝐴⨁𝐵) ≥ 𝑑(𝐴) + 𝑑(𝐵) − 𝑑(𝐴)𝑑(𝐵).  

 Доведення. Розглянемо натуральні числа відрізку [1; 𝑛] та числові функції 

𝐴(𝑛) та 𝐵(𝑛). Позначимо  

𝐴⨁𝐵 = С, 𝑑(𝐴) = 𝛼, 𝑑(𝐵) = 𝛽, 𝑑(𝐶) = 𝛾. 

На відрізку [1; 𝑛] лежить 𝐴(𝑛) чисел з 𝐴, кожне з яких належить до 𝐶. 

Нехай 𝑎𝑘, 𝑎𝑘+1 – два сусідні числа такого виду. Між ними лежать числа:  𝑎𝑘 +

1, 𝑎𝑘 + 2, 𝑎𝑘 + 3,… , 𝑎𝑘 + 𝑙 =  𝑎𝑘+1 − 1, які не належать 𝐴. Деякі з цих чисел 

належатимуть до С, наприклад, такими будуть числа 𝑎𝑘 + 𝑟, де 𝑟 𝜖 𝐵. Всього 

таких чисел буде 𝐵(𝑙). Таким чином,  

𝐶(𝑛) ≥ 𝐴(𝑛) +∑𝐵(𝑙),

(𝑖)

 

де сума береться по відрізкам між числами виду 𝑎𝑘, 𝑎𝑘+1. Очевидно, що 𝐵(𝑙) ≥

𝛽𝑙, тоді маємо: 

𝐶(𝑛) ≥ 𝐴(𝑛) + 𝛽∑𝑙 = 𝐴(𝑛) + 𝛽(𝑛 − 𝐴(𝑛)) =
(𝑖)

𝐴(𝑛)(1 − 𝛽) + 𝛽𝑛 ≥ 

 ≥ 𝛼(1 − 𝛽)𝑛 + 𝛽𝑛, 

для всіх 𝑛 ≥ 1. Звідси 𝛾 = 𝑑(𝐶) = 𝑖𝑛𝑓𝑛
С(𝑛)

𝑛
≥ 𝛼 + 𝛽 + 𝛼𝛽, що і треба було 

довести. Теорему доведено. 

Розглядаючи різні приклади, Лев Шнірельман помітив цікавий факт, що на 

рівність (1) можна накласти ще більш сильнішу та простішу умову: 𝑑(𝐴⨁𝐵) ≥

𝑑(𝐴) + 𝑑(𝐵) при умові, що 𝑑(𝐴) + 𝑑(𝐵) ≤ 1. 

Доведення цієї нерівності стало викликом для багатьох видатних 

математиків того часу, проте лише у 1942 році із цією задачею впорався 

молодий математик Генрі Манн, який довів наступне твердження: 

Теорема 3. (Г. Манн, 1942): Нехай маємо множини 𝐴 і 𝐵, які є числовими 

послідовностями, які належать множині натуральних чисел, тоді: 

𝑑(𝐴⨁𝐵) ≥ 𝑚𝑖𝑛{𝑑(𝐴) + 𝑑(𝐵), 1}. 

Доведення даної нерівності можна знайти у багатьох джерелах, зокрема у 

[3], що є працею самого Манна, у 1949 році Е. Артін та П. Шерк [4] дали ще 

більш простіше доведення, яке було спрощене О. Я. Хінчином у [17]. 

4. Арифметична сума двох множин Кантора 

На шляху розвитку арифметики зображень та тополого-метричних 

властивостей множин з «екзотичними властивостями» цікавим є питання 

арифметичної суми множин канторівського типу. Дослідження цього питання 

розпочнемо з класичної множини Кантора. 
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Нагадаємо [11], що множиною Кантора називають множину С всіх точок з 

відрізка[0; 1], які в своєму трійковому зображені не використовують цифру 1, 

тобто множина  

Добре відомо [11], що дана множина є самоподібною, досконалою, ніде не 

щільною множиною, нульової міри Лебега. 

При дослідженні арифметичної суми двох множин Кантора було 

встановлено [11, с.28], що їх сума співпадає з відрізком [0; 2]. 

Очевидно, що арифметична сума двох множин Кантора С належить 

відрізку [0;2]. Залишилось обгрунтувати, що будь-яке число цього відрізку є 

сумою двох канторівських чисел. 

Дане твердження можна обґрунтувати ввівши в розгляд множину неповних 

сум ряду  

∑
2

3𝑛

∞

𝑛=1

 (2) 

Нагадаємо означення множини неповних сум числового ряду [8]. Нехай 

задано деякий знакододатний збiжний ряд: 

∑𝑎𝑛 = 𝑎1 + 𝑎2 +⋯+ 𝑎𝑛 +⋯ = 𝑆𝑛 + (𝑎𝑛+1 + 𝑎𝑛+2 +⋯) = 𝑆𝑛 + 𝑟𝑛.

∞

𝑛=1

 

Тоді множину 

𝐸{𝑎𝑛} ≡ {𝑥: 𝑥 = 𝑥(𝑀) = ∑ 𝜀𝑛𝑎𝑛
𝑛∈𝑀⊂ℕ

,   𝑀 ∈ 2ℕ, 𝜀𝑛  ∈ {0,1}} 

називають множиною підсум або неповних сум. 

Оскiльки кожне число 𝑥0 ∈ 𝐶  можна подати у виглядi трiйкового ряду iз 

забороною на вживання цифри «1», тобто 𝑥 =
𝛼1

3
+⋯+

𝛼𝑛

3𝑛
+⋯, тоді 𝛼𝑛 = 2𝜀𝑛, де 

𝜀𝑛 ∈ {0,1}. Таким чином, 𝑥 =
2𝜀1

3
+⋯+

2𝜀𝑛

3𝑛
+⋯. Отже,  

𝐶 = {𝑥: 𝑥 = ∑
2𝜀𝑛
3𝑛
 ,

∞

𝑛=1

𝜀𝑛  ∈ {0,1}}. 

Тому можна стверджувати, що арифметична сума двох множин Кантора є 

арифметичною сумою неповних сум  рядів 

∑
2𝜀𝑛
3𝑛
 ⨁ ∑

2𝜀𝑛
3𝑛

∞

𝑛=1

∞

𝑛=1

. (3) 

𝐶 = {𝑥: 𝑥 = ∑3−𝑖
∞

𝑖=1

𝛼𝑖(𝑥), 𝛼𝑖(𝑥) = 0 або 𝛼𝑖(𝑥) = 2 }. 
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Покажемо, що множина неповних сум ряду (3) співпадає із відрізком [0; 2]. 

Для цього розглянемо довільне число х із відрізка [0; 2]. Тоді число х можна 

представити у вигляді х=2а, де 𝑎 ∈  [0; 1]. 

Число а запишемо у його  трійковому представлені: 

𝑎 =  
𝛼1

3
+
𝛼2

32
+
𝛼3

33
+⋯+

𝛼𝑛

3𝑛
+⋯. 

Тоді 2𝑎 =  
2𝛼1

3
+
2𝛼2

32
+
2𝛼3

33
+⋯+

2𝛼𝑛

3𝑛
+⋯, де 

2𝛼𝑖 = {

0, 𝛼𝑖 = 0; 
2, 𝛼𝑖 = 1;
4,  𝛼𝑖 = 2.

 (4) 

Кожен доданок 
2𝛼𝑛

3𝑛
 можна подати у вигляді суми: 

2𝛼𝑛

3𝑛
=

2𝜀𝑛

3𝑛
+
2𝜀′𝑛

3𝑛
, де 𝜀𝑛 = {0; 1}, 𝜀

′
𝑛 = {0; 1}.  

Тоді число 2а є сумою двох рядів (2). У силу бієктивності перетворення (4) 

маємо, що будь-яке число з [0; 2] є сумою двох рядів  

∑
2𝜀𝑛
3𝑛
 

∞

𝑛=1

. 

Таким чином, маємо наступну лему: 

Лема 3. Арифметична сума двох множин Кантора співпадає із відрізком 

[0; 2]. 

Зазначимо, що дане твердження можна довести також геометричним 

методом [11, с.28], показавши, що довільна пряма 𝑥 + 𝑦 = 𝑎0, 𝑎0 ∈ [0; 2] містить 

точки декартового добуток двох множин С. 

Із даної леми випливає, що у загальному випадку арифметична сума 

множин не успадковує тополого-метричні властивості множин-доданків, тобто у 

цьому випадку арифметична сума двох ніде не щільних множин нульової міри 

Лебега є зв᾿язною множиною додатної міри Лебега. 

 

5. Арифметична сума двох множин каторівського типу 

Розглядається множина чисел одиничного відрізка  

𝐶 ≡ С[𝑄3, 1̅] = {𝑥 ∈ [0; 1]: 𝑥 = Δ𝛼1𝛼2…𝛼𝑛…
𝑄3 , 𝛼𝑖 ∈ {0,2}} 

(5) 

де Δ𝛼1𝛼2…𝛼𝑛…
𝑄3 − поліосновне самоподібне 𝑄3-зображення чисел. 

Нагадаємо [12, с.143] зміст 𝑄3зображення числа.  

Нехай 𝐴3 = {0,1,2} − алфавіт, 𝐿 = 𝐴 × 𝐴 × … – простір послідовностей 

елементів алфавіту; нехай (𝑞0, 𝑞1, 𝑞2) − трійка додатних чисел таких, що 𝑞0 +

 𝑞1 + 𝑞2 = 1. Тоді для довільного числа 𝑥 ∈ [0; 1] існує послідовність (𝛼𝑛) ∈ 𝐿 

така, що:  
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𝑥 = 𝛽𝛼1 + ∑[𝛽𝛼𝑘∏𝑞𝛼𝑗

𝑘−1

𝑗=1

]

∞

𝑘=2

≡ Δ𝛼1𝛼2…𝛼𝑛…
𝑄3  

де 𝛽0 = 0, 𝛽1 = 𝑞0 , 𝛽2 = 𝑞0 + 𝑞1. 

Зазначимо [12, с.143], що всі числа за виключенням зліченної множини 

мають єдине Q3 – зображення. Два зображення мають лише числа виду 

Δс1с2…с𝑚−1𝑐𝑚(0)
𝑄3 = Δс1с2…с𝑚−1[𝑐𝑚−1](2)

𝑄3  ,де у круглих дужках позначається період у – 

Q3-зображенні числа, які називаються 𝑄3бінарними, решту чисел, тобто ті, що 

мають єдине  Q3-зображення називаються 𝑄3унарними.  

Зауважимо, що 𝑄3-зображення при 𝑞0 = 𝑞1 = 𝑞2 =
1

3
 є класичним 

трійковим зображенням, а тому воно є його узагальненням. 

Таким чином, множина (5) є узагальненням класичної множини Кантора, 

оскільки при 𝑞0 = 𝑞1 = 𝑞2 =
1

3
 вони співпадають. Самоподібна розмірність 

множини С[𝑄3, 1̅] є розв’язком рівняння  𝑞0
𝑥 + 𝑞2

𝑥 = 1, яка, взагалі кажучи, не 

співпадає з розмірністю множини Кантора 𝑙𝑜𝑔3 2. 

Дослідимо, чи буде арифметична сума 

двох множин 𝐶 співпадати із відрізком 

[0; 2]. Аналогічно до міркувань, проведених 

у [1, с.28]  побудуємо декартів добуток 

даних множин С  та з᾿ясуємо, чи існують 

такі значення 𝑎0 ∈ [0; 2], що прямі виду 

𝑥 + 𝑦 = 𝑎0 не міститимуть жодну точку, 

декартового добутку двох множин 𝐶.  
Рис.1 

Очевидно, що коли така пряма існує, то вона може знаходитися між 

𝐶00, 𝐶02, 𝐶20  (рис.1), тобто між паралельними прямими 𝑙𝐴𝐶 і 𝑙𝐵 , де 𝐴(0; 𝑞0 +

 𝑞1), 𝐵(𝑞0; 𝑞0), 𝐶(𝑞0 + 𝑞1; 0), і 𝜌(𝑂, 𝑙𝐴𝐶 ) > 𝜌(𝑂, 𝑙𝐵 ), де О – початок координат.  

Встановимо за яких умов, що накладаються на 𝑞0, 𝑞1, 𝑞2 прямі, паралельні 

𝑙𝐴𝐶 і 𝑙𝐵  не мають спільних точок з 𝐶 × 𝐶. Зазначимо, що якщо точка 𝐵(𝑞0; 𝑞0) 

належить прямій 𝑙𝐴𝐶 , то тоді підставивши координати точки 𝐵 у рівняння  𝑙𝐴𝐶 , 

матимемо,  що 𝑞0 = 𝑞1. Тоді із рівняння 𝑞0 + 𝑞1 + 𝑞2 = 1 будемо мати рівність: 

𝑞0 = 𝑞1 = 𝑞2 =
1

3
, тобто множина 𝐶 є класичною множиною Кантора і з раніше 

доведеного отримаємо, що С⨁С = [0; 2]. 

Оскільки має місце нерівність 𝜌(𝑂, 𝑙𝐴𝐶 ) > 𝜌(𝑂, 𝑙𝐵 ) і пряма  𝑙𝐴𝐶 : 𝑥 + 𝑦 =

𝑞0 + 𝑞1, то 𝑞0 + 𝑞0 − 𝑞0 − 𝑞1 < 0, звідси 𝑞0 < 𝑞1. 

Отже, за умови 𝑞0 < 𝑞1 встановимо проміжок відрізка [0; 2] такий, що 

жодна пряма виду 𝑙: 𝑥 + 𝑦 = 𝑎, 𝑎 ∈ [0; 2]  не містить точку 𝐶 × 𝐶.  Пряма 
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𝑙𝐵 задається рівнянням: 𝑥 + 𝑦 = 𝑎0. Оскільки вона проходить через точку 𝐵, то 

𝑎0 = 𝑞0 + 𝑞0 = 2𝑞0. Отже, лівим кінцем шуканого проміжку є число 2𝑞0, а 

правим відповідно  𝑞0 + 𝑞1. 

Таким чином, якщо 𝑞0 <  𝑞1,  то існують прямі виду 𝑥 + 𝑦 = 𝑎0 такі, що не 

містять спільних точок з декартовим добутком двох множин С, зокрема при 

𝑎0 ∈ (2𝑞0; 𝑞0 + 𝑞1). 

Аналогічно до попередніх міркувань можна показати, що при  𝑞2 <  𝑞1  

існують прямі виду 𝑥 + 𝑦 = 𝑎0такі, що не матимуть спільних точок з декартовим 

добутком двох множин С, зокрема при 𝑎0 ∈ (1 + 𝑞0; 2𝑞0 + 2𝑞2). 

Таким чином при 𝑞0 <  𝑞1 і 𝑞2 < 𝑞1 існують принаймні два інтервали із 

відрізка [0; 2], для яких прямі виду 𝑥 + 𝑦 = 𝑎0 не матимуть спільних точок з 

декартовим добутком двох множин С. Тому має місце наступне твердження. 

Теорема 4. Необхідною умовою того, щоб арифметична сума двох множин 

𝐶[𝑄3, 1̅], співпадала із відрізком[0; 2]є одночасне виконання нерівностей 𝑞1 ≤

𝑞0, 𝑞1 ≤ 𝑞2 . 

Зауважимо, що у випадку, коли 𝑞0 = 𝑞2,  𝑞0 < 𝑞1  (рис. 2), дана множина 

буде самоподібною множиною канторівського типу. 

Рис 2. 
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